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四面体の体積および存在条件 
 
［はじめに］ 

四面体の体積を表す公式は、ベクトルや座標を用いるととても簡単に表現できる。 
ここでは、四面体の６辺の長さから直接、体積を表す方法を考える。 

 

§１ ベクトルを利用して 
 
［準備］ 
３次元ベクトルを考察する。座標は右手系とする。 

 また、 ),,( 321 aaaa = 等と表し、 aa = と同一記号を２つの意味で使用する。 

他の文字についても同様とする。 
 
［行列と行列式について］ 
 BA, を正方行列とする。すると 

    BABA ⋅=⋅  

である。証明は、様々な線形代数の教科書を参照のこと。 
 
［記号］ 
 内積 332211),( babababa ++=  

 外積 =],[ ba ⎟
⎟
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⎜
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 この外積の記号を用いれば、［準備］の右手系とは、 321 ],[ eee = のことである。 
  )],,([ cba のことを三重積と呼ぶ。具体的に計算してみると、 

  ( )⎟
⎟
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⎜
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bb
aa

bb
aa

bb
aa
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c
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c ++=

321

321

321

ccc
bbb
aaa

=  

  となる。すると即次が確認できる。 
]),[,()],,([ cbacba =  

 )],,([)],,([)],,([ bacacbcba ==  
したがって、 ),,()],,([ cbacba = または、 ],,[ cba と表し、三重積と呼ぶ。 
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［性質①］ 

     

),(),(),(
),(),(),(
),(),(),(

),,)(,,(
zcycxc
zbybxb
zayaxa

zyxcba =  

［証明］ 

  左辺

321

321

321

321

321

321

zzz
yyy
xxx

ccc
bbb
aaa

⋅=

333

222

111

321

321

321

zyx
zyx
zyx

ccc
bbb
aaa

⋅=  

 
略略略

略略略

332221332211332211 zazazayayayaxaxaxa ++++++
=  

),(),(),(
),(),(),(
),(),(),(

zcycxc
zbybxb
zayaxa

= 右辺=  

 
 
 
 
［性質②］ 
 ３つのベクトル cba ,, で張られる平行６面体の体積をV とすると、 

 )],,([ cbaV =  

である。 
 
［証明］ 

  θcos],[)],,([ ⋅⋅= cbacba  

V
hS

±=
⋅±=

 

 ただし、θ は２つのベクトル ],[ ba と cのなす角であり、S は２つのベクトル a とb で張られ

る平行四辺形の面積である。 
 
 
 
 
 

[a, b ]
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［性質③］ 

2222222

2222222

2222222

2

2
2

2

8
1

cxcbzca
xcbbzba
ycazbaa

V
−+−+

−+−+
−+−+

=  

である。 

ただし、 cbx −= ， acy −= ， baz −=  

 
 
［証明］ 

  baz −= より、 

  
22

2

),(2
),(

bbaa
babaz
+−=

−−=

　　
 

よって、 

   )(
2
1),( 222 zbaba −+=  

同様に、 

  )(
2
1),( 222 xcbcb −+= ， )(

2
1),( 222 yacac −+=  

さて、性質②より、 ),,( cbaV ±= なので、性質①を用いると、 

),,)(,,(2 cbacbaV =
),(),(),(
),(),(),(
),(),(),(

ccbcac
cbbbab
cabaaa

=
2

2

2

),(),(
),(),(
),(),(
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acbaa

=  

2222222

2222222
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2
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2
1
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2
1)(

2
1

cxcbyac

xcbbzba

yaczbaa

−+−+

−+−+

−+−+

=  

2222222

2222222

2222222

2
2

2

8
1

cxcbzca
xcbbzba
ycazbaa

−+−+
−+−+
−+−+

=  
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［例①］ cba == , azyx 2=== のとき、 

2

2

2

2
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8
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a
a

a
V = 6a=  

したがって、
3aV = となり、１辺が a の立方体の体積を得る。 

 
［例②］ zyxcba ===== ,のとき、 

222

222

222

2

2
2

2

8
1

aaa
aaa
aaa

V = 6

2
1 a=  

したがって、
3

2
2 aV = となり、１辺が a の正四面体の体積

3

12
2 a の６倍となる。 

 

［例③］ xcba === , azy 2== のとき、 

22

22

2

2

20
20

002

8
1

aa
aa

a
V = 6

4
3 a=  

したがって、
3

2
3 aV = となり、６辺が全て a の平行６面体で、２組の側面が正方形で残りの

一組が菱形の立体の体積を得る。 
 
 
 
［性質④］ 
 右の図のような四面体の体積を vとすると、 

2222222

2222222

2222222

2

2
2

2

288
1

cxcbzca
xcbbzba
ycazbaa

v
−+−+

−+−+
−+−+

=  

となる。 
 
［証明］ 
 性質③と、 vV 6= より明らか。 
 
 

a b 

c 

z 
x y 

v ：体積
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a b 

c 

z 

x y 

［おまけ］ 

さて、
2v を展開すると、どのような式になるのか、･･･とても面倒な式です。 

しかし、そこには、自ずとある法則･･･当然「四面体群」で不変な式です。 
であるから、「式」そのものにも、何らかの法則性が見て取れる、と予想。 
 
以下、そのことに触れる。 

 計算を簡単にするため、以下 aa →2
等と、次数を半分にして表現する。［性質④］の行列式

を展開する。 
 

 
cxcbca

xcbbzba
ycazbaa

v
2

2
2

288 2

−+−+
−+−+
−+−+

=  

    222 )(2)(2)(2
))()((28

zbacycabxcba
ycaxcbzbaabc

−+−−+−−+−

−+−+−++=

　　
 

 そしてこれを展開、整理すると、 
  })()()()()(){(2288 2 zbyaxyczaxxczbycbyaxbczaxaczbyv +++++++++++=  

             })()()({2 xyzacybcxabzzcczybbyxaax +++++++++−  
 そして、次のように２つの部分 BA, に分類すると、その差で表現できる。 

))(())(())(( czbyaxzcczbyaxybczbyaxxaA −++++−++++−+=  
  xyzacybcxabzB +++=  

と置くと、 

BAvv −==× 22 144288
2
1  

となり、 

BAv −=
12
1  

である。 
 

 次数を
2aa → 等と元に戻す。 

 

  βα −=
12
1v    

但し、

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+++=

−+++

+−++

++−+=

222222222222

22222222

22222222

22222222

))((
))((

))((

zyxycaxcbzba
zcybxazc

zcybxayb
zcybxaxa

β

α
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§２ 初等幾何を利用して 
 
§１では、ベクトルを用いて四面体の６辺から直接に体積を求める公式を導いた。ベクトル

の概念が生まれる前にも、我々は四面体を考察していた。では、直接に（初等幾何的に）求め

る方法は無いだろうか。以下、本質的には「ピタゴラスの定理」のみで計算してみた。 
 
［記号］ 
三辺の長さが zyx ,, である三角形において、 

),,( zyxf ))()()(( zyxzyxzyxzyx −++−++−++=  

)()(2 444222222 zyxxzzyyx ++−++=　  

とおくと、その面積は ),,(
4
1S zyxf= であるので、右の図のような三角形の高さ h は、 

  ),,(
2
1 zyxf
x

h =  

と表される。 
 
［準備］ 
 右の図のような（直）三角柱では、 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+=

+=

θcos2222

222

mnnmu
ula

 

が成り立つので、 

 )(
2

1cos 2222 anml
mn

−++=θ  

となる。したがって、 

 D
n

anmlnm
n

mmh
2
1)(4

2
1cos1sin 22222222 =−++−=−== θθ  

ただし、 )(4 222222 anmlnmD −++−= とした。 
   （注）簡単のため余弦定理で説明しているが、ピタゴラスの定理だけで同じ等式を得ることができる。 

 

［本題］ 
（注）ここでも、文字は［準備］と同様な使い方をした。 

 四面体 O-ABC を含む（直）三角柱を考える。 

OH= mcbxf
x

=),,(
2
1  

 AI= nzyxf
x

=),,(
2
1  
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また、 

 CH= )(
2
1

2
OCBcos 222

222

bcx
xxc

bcxcc −+=
−+

=∠  

同様に、 

 BI= )(
2
1 222 yzx
x

−+  

よって、 

 HI= )(
2
1)(

2
1BICH 222222 yzx

x
bcx

x
xp −+−−+−=−−  

lzycb
x

=−+−= 2222

2
1  

を得る。したがって［準備］より、 

 OJ D
zyxf

xD
n

h
),,(2

1
===  

である。よって、四面体 O-ABC の体積を vとすると、 

 Dxhzyxfv
12

),,(
4
1

3
1))((

3
1

=⋅⋅== 高さ底面積  

つまり、 
 Dxv 22144 =   但し、 nmlD ,,, は、上記の通りとする。 
である。 
これで、一応、体積の公式は出来たのだが、§１で求めた公式と同じであることを確かめる。 

 
［確認］ 

2222222 )(4 anmlnmD −++−=   
2

2
222222222

2
),,(

2
),,(

22
),,(

2
),,(4

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+−
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= a

x
zyxf

x
cbxf

x
zycb

x
zyxf

x
cbxf  

( )222222222222
4 )4),,(),,()((),,(),,(4

16
1 xazyxfcbxfzycbzyxfcbxf
x

−++−+−−=  

よって、 
2222222222224 )4),,(),,()((),,(),,(416 xazyxfcbxfzycbzyxfcbxfDx −++−+−−=  

 

 すべての項が偶数乗なので、見た目の次数下げをする。以下、 aa →2
等と置き換えをし、

1DD → と表す。 

22222222

222222
1

2

)}4()(2)()(2){(

)}()(2)}{()(2{416

axzyxzxyzxycbxcxbcxbzycb

zyxzxyzxycbxcxbcxbDx

−++−+++++−+++−+−−

++−++++−++=

）　　　
 

222222

2222

}4)()(2)(2)))((2)(){((
)})()(2}{)()(2{4

axzycbxxzycbzycbzycb
zyxzyxcbxcbx

−−−−−−++++−−+−+−−

−−++−−−++−=
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22

2222

})((2)2(22{
)})()(2}{)()(2{4

）　　　　　　　　　　　　　　　　　 zycbxzycbax
zyxzyxcbxcbx

−−+++++−+−−

−++−−++−=
 

}))(()2({

})()(2}{)()(2{4
22

2222
1

2

）　　　　　　　　　　　　　　　　　 zycbxzycbax

zyxzyxcbxcbxDx

−−−++++−−−

−++−−++−=
 

右辺を x について整理すると、4 次と定数項は無くなる。そして、両辺を x で割る。 

))()(2(2))((2))((2
})2())((2))((4)(){(

)}2(2)(2{4

22

222

2
1

zycbzycbacbzyzycb
xzycbazycbzycbzycb

xzycbazycbxD

−−++++−−−+−−+−

++++−−−−++++−+−+

++++−++++−=

　　　　　　　　

　　　　  

2222

22

444444444444
)444444444(4

czcyzbyzzcbczaczabzbybcyacyybaby
xyzczazbyaybcacabaax

−++−++−−+−−+

−++++−++−+−=

　　　
 

2222

22
1 )(

czcyzbyzzcbczaczabzbybcyacyybaby

xyzczazbyaybcacabaaxxD

−++−++−−+−−+

−++++−++−+−=

　　　　　
 

以上で、文字 x に関する降べきの順での整理が終わり、 )144(1 vxD = を 6 変数で表した。 
ここから、§１［おまけ］で考えた項の分類にしたがって整理する。 

v144 xyzcxzaxzbxyaxybcxacxabxxaax −++++−++−−= 22  
2222 czcyzbyzzcbczaczabzbybcyacyybaby −++−++−−+−−+　　　　　　　　  

cyzbyzbczaczbcyabycxzaxzbxyaxyacxabx
abzacyxyzbcx

czzcbyybxaax

++++++++++++
−−−−

−−−−−−=

　　　　　

　　　

222222

 

}{
)})(())(())({(

xyzacybcxabz
czbyaxzcczbyaxybczbyaxxa

+++−
−++++−++++−+=

　　　　　　　　　
 

 以上で、§１と同じ結論の公式を得た。 

再度、最後に次数を
2aa → 等と、元に戻す。 

 

βα −=
12
1v    

但し、

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+++=

−+++

+−++

++−+=

222222222222

22222222

22222222

22222222

))((
))((

))((

zyxycaxcbzba
zcybxazc

zcybxayb
zcybxaxa

β

α

　　　　　　　　

　　　　　
 

  
また、計算の途中で次の等式を得た。 

Dxv
12
1

=    但し、 nmlD ,,, は、上記の通りとする。 

a b 

c 

z 
x y 

v ：体積
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θ = 0 
z 
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c 
n m Maxa 　　　

l

θ = π 

a b 

c 

z 

x y 

v ：体積§３ 四面体の存在条件 
 
［はじめに］ 
 ３つのベクトル cba ,, で張られる四面体の存在条件は、 
  「 cba ,, が１次独立である」 

と表現できる。 
 では、６つの辺の長さを用いた存在条件は何であろう。 

つまり、６つの正の実数からなる順序対 ),,,,,( zyxcba （※）で図のような四面体を構成できる

かどうか。つまり、四面体が存在するための、正の実数 zyxcba ,,,,, の条件を求める。 

 
［前提条件］ 
 四面体の２つの三角形の存在を仮定する。 

一般性を失わないで x を共通の辺とする２つの三角形の存在を仮定することができる。つま

り、 zyx ,, と cbx ,, の２つの三角形が存在していると仮定する。すなわち、 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>+
>+
>+

yxz
xzy
zyx
   かつ   

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>+
>+
>+

bxc
xcb
cbx

 

［本題］ 
共通の辺 x で２つの三角形が角θ をなして繋がっているとする。下の図について、両端の図

は２つの三角形が同一平面内にある図であり、中央はその三角形が角θ をなしている図である。 

四面体 O-ABC の存在条件（TEC）は、辺a の存在条件と一致する。つまり、 
    TEC ⇔  aaa MaxMin <<  
である。ところで、 
 222 )(Min lnma +−=     
   

222 )(Max lnma ++=  
であるから、 

TEC  ⇔   22222 )()( lnmalnm ++<<+−  

       ⇔   mnnmlamnnml 22 2222222 +++<<−++  
      ⇔   mnnmlamn 2)(2 2222 <++−<−  
      ⇔   2222222 4)( nmanml <−++  
      ⇔   0>D           但し、

2222222 )(4 anmlnmD −++−=  
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a b 

c 

z 

x y 

となる。 
また、四面体の体積を vとすると、 

Dxv 22144 =−= βα  
となっている。つまり、 
 TEC  ⇔  0>D  ⇔  0>− βα  

したがって、四面体の存在条件の判別式は、 0>− βα である。 

 
［まとめ］ 
 
 四面体が存在する条件 

⇔  
⎩
⎨
⎧

>− 0βα
角形）が存在四面体の２つの面（三

  

ただし、

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+++=

−+++

+−++

++−+=

222222222222

22222222

22222222

22222222

))((
))((

))((

zyxycaxcbzba
zcybxazc

zcybxayb
zcybxaxa

β

α

　　　　　　　　

　　　　　
 

 
 
（※）６つの正の実数からなる順序対 ),,,,,( zyxcba についての正確な表現は次である。 
 ３つの正の実数の組 },,{ cba に対して、もう一組の３つの正の実数の組 },,{ zyx を考える。 
 つまり、 }),,{},,,({ zyxcba  但し、 },,{ cba の順序と },,{ zyx の順序は従属している。 
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